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J. Phys. A: Math.  Gen .  23 (19901 2729-2749. Printed in  the U K  

Paires de Hurwitz pseudo-euclidiennes en signature quelconque 

Louis-Samuel Randriamihamison 
U E R  d e  Mathematiques,  Universite Paul Sabatier,  118 Route d e  Narbonne, 31 062 Toulouse 
Cedex,  France 

R e p  28 Novembre,  presentation definitiLe 16 Mars 1990 

Abstract. We consider the pseudo-Euclidean Hurwi tz  problem, as  formulated in a recent 
study by Lawrynowicz and  Rembielinsky. However, we adopt  a more coordinate-free 
approach,  and  employ the spinorial formalism developed by Crumeyrolle to solve this 
problem completely. Our results in  part disagree with those of Lawrynowicz and  
Rembielinsky; in particular we uncover some extra possibilities. 

We also give a link between pseudo-Euclidean Hurwitz pairs and  Z,-graded Lie 
algebras, and  discuss the introduction of some fibre bundle  with pseudo-Euclidean Hurwitz 
pairs. 

1. Introduction 

Dans un article paru en 1923 [6], Hurwitz resolvait le problkme de determiner toutes 
les paires d'entiers positifs ( m , p ) :  m c p ,  et tous les systkmes de nombres reels 
C,-, a = 1, .  . . , m ; j ,  k =  1 , .  . . , p  tel que le systkme des formes bilineaires 7, = 
x ~ , ~  x " ~ ~ , y ,  vkrifie la relation: 

k 

Dans le cas particulier oh m = p ,  le probleme de Hurwitz peut se poser de la maniere 
suivante: soit M un espace vectoriel reel, de dimension m, muni d'une forme quad- 
ratique Q, dCfinie positive. Existe-t-il une application bilineaire f de M x M dans M, 
telle que: 

Q ( f ( x ,  v)) = Q ( X ) Q ( Y )  pour tout x et y de M. 

Dans ce cas, les solutions du problkme sont les algebres des nombres reels, 
complexes, des quaternions et des octonions [ 5 ] .  

D'autre part, si Q est non digineree, de signature quelconque, alors pour m # 1, 
2 ,  4, 8 i l  n'existe pas d'application bilintaire f solution du problkme de Hurwitz [2]. 

Signalons que, depuis Hurwitz, un certain nombre d'auteurs se sont interessi 21 ce 
sujet. De nombreux travaux ont et6 effectues mettant en relation le problk-me de 
Hurwitz avec diverses branches des mathematiques. On pourra trouver une presenta- 
tion de ces travaux dans I'article de Shapiro [ll].  

Dans un recent papier, Lawrynowicz et Rembielinsky donnent une formulation 
plus ginerale du problkme de Hurwitz. 

Dijinirion 1.1 [8]. Une paire de Hurwitz pseudo-euclidienne est dCfinie par la donnte 
de : 
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0 un espace vectoriel reel F, de  dimension m, muni d’une forme quadratique non 
dCg6nCrCe Qo, pseudo-euclidienne, de  signature ( p ,  a ) ;  
0 une espace vectoriel reel 9, de  dimension s, muni d‘une forme biliniaire non 
dCgCnirCe A,  symitrique ou antisymetrique; 

une application bilineaire f: F x Y +  9, virifiant: 
( i)  il existe une unique Clement E ( )  de  F tel que: 

Vcp€Y ” ! - ( E O ,  cp)  = cp 

A(  acp, aI,/J) = Qo( a ) A (  cp, I , / J )  ou l’on note f( a, q )  = a9 

(ii) V u  E F, Vq,  I,/J E Y, on a :  

pour simplifier; 

de  Y stable pout l’action d e  F sur Y definie par l’application f: 
(iii) F opkre sur Y de  maniere irrtductible: i l  n’existe pas de sous-espace propre 

Nous dirons alors que  { (  F, Q,)), (9, A)}  est une paire de  Hurwitz pseudo- 
euclidienne, d e  dimension ( m ,  s).  

Le problkme de  Hurwitz pseudo-euclidien consiste ii determiner les dimensions m 
et s convenables, ainsi que toutes les formes biliniaires non-d ig tn t r tes  ,I sur  Y vtrifiant 
la condition (ii). 

Dans la resolution d e  ce probleme, Lawrynowicz et Rembielinski utilisent essen- 
tiellement un formalisme matriciel, et ils montrent que ce probleme est relit aux 
algkbres de  Clifford et A leurs reprksentations matricielles. 

Dans ce papier, nous reprenons et rksolvons entikrement ce probleme en utilisant 
le formalisme spinoriel developpt par Crumeyrolle [3]. Nous obtenons ainsi toutes 
les solutions du  problkme, et nous complitons les rtsultats d e  Lawrynowicz et 
Rembielinsky. Nous trouvons, en effet, des formes biliniaires non obtenues dans leurs 
travaux. Nous demontrons aussi I’existence de  paires de  Hurwitz dans le cas p - q = 
5 mod 8 et p + q = 3 ou 7 mod 8 (.I antisymitrique) ce qui n’ avait pas Ctt obtenu par 
Lawrynowicz et Rembielinski. 

De  plus, ce formalisme permet d’ une part, d e  mettre en evidence les raisons 
gComCtriques qui gouvernent les solutions du  problkme, et d’ autre part, de  gCnCraliser 
aisiment la construction d e  paires de  Hurwitz pseudo-euclidiennes au  dessus de  variCtts 
diffirentiables munies de  structures spinorielles adiquates. 

2. Paires de Hunvitz pseudo-euclidiennes, algebres de Clifford et espaces spinoriels 

On considere une paire d e  Hurwitz pseudo-euclidienne { ( F ,  Q,,), (Y, A)},  selon la 
dCfinition donnCe au paragraphe 1. 

Remarquons que les conditions ( i )  et ( i i )  font que = 1. 
On suppose directement que m 2 2, le cas m = 1 etant trivial. 
On note g o ,  la forme bilinkaire symktrique non dCgCnkrCe associCe B Qo sur F :  

go(x, Y )  = f{ Qo(x + Y )  - Qn(x) - Qn(4’)). 

Selon un resultat classique, on peut decomposer l’espace F en: 

F = R E ~ O  E et E = ( sO)’. 

E est I’orthogonal dans F, relativement a Qo, du sous-espace engendre par l’eliment 
E O .  
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On sait alors que dim, E = m - 1 et que la forme quadratique i),, = Qo/ E est encore 
non dCgCnirie sur  E. 

Proposition 2.2 (Proposition fondamenrale). Soit { (  F, Q, , ) ,  (Y, I)} une paire de  Hur- 
witz pseudo-euclidienne et soit la decomposition de  F :  F = R E ( , @  E avec E = i F ( ) ) - .  

Alors on a, pour tout element x de E 

A l ( c p , X $ ) + . l ( X c p ,  4 ) = 0  vcp, $ E  <Y. 

DPmonstration. Calculons l(( eo+x)cp, (E , ,+x) (F)  en utilisant la propriCt6 ( i i ) :  
d’une part: 

‘ l ( (EO+X)(P,  ( E o t X ) c L ) = i I  + Q o ( u ) )  l ( P ,  $1 

. l ( ( % + X ) c p ,  ( & , , + X I $ =  l ( q ,  cL)+Q,,(x).l(cp, $ ) + . l ( c p , X $ )  + l(xcF, $ 1  

d’autre part: 

d’ou le resultat 

Pour tout x de E, on dksigne par L, ,  I’endomorphisme de  Y difini par: L,( c p )  = xcp = 

On a donc, en utilisant la proposition 2.1: 
f ( x ,  9). 

l(L,cp, L,q) = -Al(L’,cp, 4 )  
l(L,cF, Lrq) = Qo(-u).l(CF, $1. 

Vcp,*€Y 

Proposition 2.2. Pour tout Clement Y d e  E, on a :  

L t  = -Q(,(xi id 

o t ~  id est l’application identique de  Y. Notons que L+( ,  = id. 

On considere alors la forme quadratique non dCgenCrte Q sur E, difinie par: 

On note ( p ,  q )  la signature de  Q, on a :  

( p , y ) = ( a , p - l )  

Q(x)=-Qo(x) V X E  E. 

( p ,  a )  etant la signature de  Qo sur  F. 
Soit C( Q) = C( E, Q )  I’algebre de  Clifford construite sur I’espace pseudo-euclidien 

( E ,  0). C (  Q )  = B E / N (  Q ) ,  N (  Q )  etant I‘ideal de  BE, engendri  par les i l tments  

Soit 8 I’espace vectoriel des { L , ,  x E E }  et ,d l’algebre des endomorphismes de  9, 
{ x @ x - Q Q ( x ) ,  X E  E } .  

engendri  par 8. 

L e m m e  2.3. L’application U : { 
Q(x)  id. 
U est surjectif par la difinition mime de  Z. 
U est injectif car si U ( X )  = 0, alors 

l ( L , q ,  L $ ) +  l(L,cp, L,$)=O 

est une ismorphisme lineaire, tel que ( u ( x ) ) ’  = 

V J  E E et Vcp, $ E S 

or A(L,cp, Lb$)+l i (L )cp ,  L ,$)  = -2g,,(.u, y)AZ(cp, & I .  

Soit B la forme biliniaire non degitntrie associCe ii Q sur  E, on obtient: B ( x ,  y )  = 
0 V y ~  E d’ou x = O .  
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Proposition 2.4. D’aprts la proprittt universelle de I’algtbre de Clifford C (  Q )  I’isomor- 
phisme lintaire U s’itend a un isomorphisme d’algkbres U :  C(Q)+.?z suivant le 
diagramme: 

C ( Q )  
Notons que l’isomorphisme ii permet d’identifier les espaces E de 8, ainsi que 

1’CICment unite 1 de C ( Q )  avec E ” .  L’espace F peut &re alors identifit au sous-espace 
R O E  de C ( Q ) .  

L’isomorphisme G permet de construire une reprtsentation irrtductible de I’algtbre 
de Clifford C( Q )  dans I’espace Y: Y est donc un espace spinoriel. Soit ( p ,  q )  la signature 
de Q sur E, C(Q)  = C ( p ,  q )  est I’algitbre de Clifford associte, on obtient, selon un 
risultat classique: 

pour p - q = 0 , 2  mod 8 

pour p - q = 4 , 6  mod 8 
p o u r p - q = l  mod8 C ( Q )  = M ( 2 r ,  R ) @ M ( 2 ‘ ,  R) dim,, Y = 2‘ 

pour p - q = 3,5  mod 8 c ( Q ) = M (2‘,  c j 
pour p - q = 7 mod 8 C ( Q j = M ( 2 ‘ - ’ ,  W ) @ M ( 2 r - ’ ,  W) 

on a le: 

si dim, E = n avec n = 21. ou n = 2r  + 1 alors: 

C ( Q )  = M ( 2 ‘ ,  R) 

C (  Q )  = M ( 2 r - ’ ,  W) 
dim, Y = 2” 

dim, Y = 2‘’ ’ 

dim, Y = 2‘+’ 
dim, Y = 2‘+’ .  

Soit Qo sur F, de signature ( p ,  a )  avec ( p ,  a )  = ( q  + 1, p )  et soit dim, F = m = n + 1, 

The‘ortme 2.5. Si {( F, Q,,), (9, -I)} est une paire de Hurwitz pseudo-euclidienne, de 
dimension ( m ,  s)  avec m = n + 1 et n = 2 r  ou n = 2r  + 1 alors 

s = 2 ‘  lorsque p -a=O, 1 , 7  mod 8 
s = 2’+’ lorsque p - c = 2 , 3 , 4 , 5 , 6  mod 8. 

Nous considtrons maintenant un groupe G optrant a la fois sur les espaces F et 
9. On suppose, bien sur, que I’action de G sur  F et Y est compatible avec leur structure 
d’espace vectoriel. 

Si g est un i l tment de G, on disigne par: 
p ( g )  : x E F + p ( g )  . x E F, I’action de G sur F et par: 
p ( g )  : & E Y + p ( g )  . 8 E Y, I’action de G sur  Y. 

On a la: 

Proposirion 2.6. 
d’tquivariance: 

alors: 

Si l’action de G sur  les espaces F et Y vtrifie la proprii t i  

(E )  p ( g )  . (x*) = ( p ( g )  . x ) ( p ( g )  * 8 )  

( a )  co est invariant par G: V g E  G , p ( g ) ~ , =  E” 

( b )  G respecte la condition de Hurwitz pseudo-euclidienne: 

V g  E G V x  E F V$ E ~ ; + < V Y  

N p ( g ) ( x C F ) ,  p ( g ) ( x * ) )  = Q o ( p ( g ) x j , W g ) C F ,  & I * ) .  
La demonstration est immtdiate. 
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Remarques 
( a )  Cette proposition est importante pour la construction de fibrations en paires 

de Hurwitz pseudo-euclidiennes. 
( b )  Nous verrons qu’il existe de tels groupes G, agissant sur F et Y et virifiant la 

proprii t i  d’iquivariance (E).  
Un exemple fondamental sera obtenu en considirant l’action du groupe de Clifford 

G de l’algtbre C ( Q ) ,  sur les espaces F et Y. 
G est le groupe de Clifford de C ( Q ) :  

G = { g E C * ( Q ) : g x g - ’ E E  V X E  E } .  

G opere naturellement sur  E par p ( g ) x  = gxg-’ .  On peut etendre cette action B F en 
posant p(g)E, ,= 

D’autre part, on considere I’espace spinoriel Y comme un ideal gauche de I’algebre 
C ( Q ) .  

G opere sur Y par p(g)g l ,  = ggl,, Vgl, E Y oii ggl, reprisente le produit a gauche dans 
C ( Q ) .  

I1 est immtdiat de virifier que G virifie la proprii t i  (E) .  

3. Rappels sur les formes bilineaires et hermitiennes dans les espaces spinoriels 

Les notations utilisies pout la suite sont celles de Crumeyrolle [3]. 

pourra consulter [ l ,  3, lo]. 

quadratique non diginiree,  pseudo-euclidienne, de signature quelconque ( p ,  q ) .  

Les rksultats sont donnCs ici sans dimonstrations. Pour plus de details, le lecteur 

E est un  espace vectoriel riel, de dimension paire n = 2r, muni d’une forme 

On dCsigne par CCQ) I’algebre de Clifford rielle associee B ( E ,  0). 
On note E‘ I’espace complexifii de E, Q’ la forme quadratique complexifiie, et 

On rappelle que C( 0’) est isomorphe B l’algebre complexifiie C( 0)’. 
Q’ est neutre et on peut construire une dicomposition de Witt 

C(Q’ )  I’algkbre de Clifford associie a ( E ’ ,  0’). 

E ’ =  F O  F’ 

avec la base de Witt correspondante: 

{XI 3 . . . , xr, y1, ’ . . I Y,}.  

On note alors par f = y 1  . . . yr  le r-vecteur isotrope associi au sous-espace totalement 

S’ = C (  Q’)  f est I’espace spinoriel complexe. 
Dans la suite, on considere I’antiautomorphisme de C( Q )  ou C( Q’) f i  = p 0 a. On 

isotrope maximal F‘. 

rappelle que / ? , E  = -id et que /?( f )  = Pf avec E‘ = (-  1) r ( r + 1 1 ’ 2 .  

3.1. La  forme 62-bilinaire 3 
On sait difinir une forme a)-biliniaire 4, non-dtginir ie  sur S’ en posant: 

v u f ,  uf E S’: 

&uf ,  ”uf  ) U !  
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On a les proprietes suivantes: 

( b )  si r = 0,3 mod 4 9 est symetrique et neutre, si r = 1, 2 mod 3 $I est antisy- 

( c )  C(xUf;  u f ) + 3 ? ( u f ; x u f ) = O  V X E  E '  
( d )  ~ ( x u f ; x u f ) = - Q ' ( x ) $ I ( u f ,  u j )  V X E  E ' .  

( a )  3 (  uf; o f )  = &3( L$ u f )  

metrique. 

Proposition. Toute forme C-biliniaire non d ig in t r ee  BI sur S', verifiant la propriete: 

~ l ( . ~ ~ f , u f j + 3 n , ( u f ; x t . f ) = 0  V X E  E ' V u f ; c f ~ S '  

est de  la forme: 
* 

3, = A 3 3  A E C". 

3.2. La conjugaison de charge % [4] 

Soit Pin Q' le sous-groupe du  groupe de  Clifford G', constitut des ClCments g tels que 
N (  g )  = * 1, N i tant la norme spinorielle. 

I1 existe u n  Clement y d e  Pin Q',  tel que f =  yfy-', f designant la conjugaison 
complexe usuelle. 

On rappelle que y f = f y  est un  spineur pur, et on peut definir la conjugaison de  
charge par la suite d'applications: 

- _  
uf- uf- ufy = uyf: 

On pose, par definition: 

%( uf ) = e"ziyf 6 etant un reel arbitraire. 

On a les proprit t ts  suivantes: 
( a )  % ' = € ' i d  avec e ' = ( - l )  [ ! , I  ' I ! , '  , - I  ] 2 

On a C'= id lorsque p - q = 0 , 2  mod 8 (cas riel)  
C' = -id lorsque p - q = 4 , 6  mod 8 (cas quaternioniquej 

( b )  % ( x u f ) = x 6 ( u f )  V X E  E 
( c )  % ( g u f )  = g%(  u f )  V g  E G groupe de  Clifford reel. 

3.3. La forme hermitienne 3 
I! est possible de  definir sur  S ' ,  une forme sesquilineaire hermitienne non degenCrie 
X verifiiant: 

g ( % ( u f ) , u f )  = A $ ( u f ;  u f )  A €13" 

@(uf ;  u f ) = A ' g ( Y ( u f ) ,  c f )  A ' €  c*. 
ou, de  maniere CquiLalente: 

On montre que l'on a alors: 

a g ( u f ,  v f ) y f =  P ( u f j r f  a E C *  

et on  peut choisir a = e  de  maniere que % soit hermitienne 
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On a les propriitks suivantes: 

( h )  &(%(uf), % ( p f ) = ; ~ ’ % : ( t ! f ,  u f ’ )  
( c )  @(xuf; of j + X (  gf, x u f )  = 0 V s  c E 
( d )  W ( ~ ~ L x q f ) = - Q ( x ) g ( g f ;  ~ f )  V X E  E 
( e )  %(guf; g $ ) =  N(g)C%(u,f, q f )  V g E G ’  groupe de  Clifford special 
( . f )  % est donc invariante par I’action du groupe de  Clifford special rCduit reel G,. 

( U )  &( %( uf , ,  uf )  = ;&i( %( $1, u j  j 

Proposition. Si XI est une forme sesquilineaire, hermitienne, non degCnCrCe sur  S’, 
vkrifiant 

z l ( X u f ;  qf 1 + 2, i u4A XL.1 ) = 0 V X E  E 

alors XI = kg, k E R. 

negative) et si Q est non difinie negative, alors 9 est neutre. 
On rappelle enfin que si Q est define negative, alors 9 est dkfinie (positive ou 

4. Construction effective des paires de Hurwitz pseudo-euclidiennes dans les algebres 
de Clifford 

Nous voulons, dans cette partie, construire, quand c’est possible, les paires de  Hurwitz 
pseudo-euclidiennes { (  F, Q,) ,  (9, \ ) }  dans l’algkbre de  Clifford C ( Q )  = C ( E ,  Q ) ,  oh 
Q est une forme quadratique non degeneree pseudo-euclidienne, de  signature quelcon- 
que i p ,  4 ) ;  p + 4  = n. 

Soit ( E, Q )  u n  espace reel pseudo-euclidien de dimension n et Q ayant pour 
signature ( p ,  9 ) avec p + q = n. 

On dksigne par CCQ) I’algebre de  Clifford associee. 
Utilisant les resultats du paragraphe 2 ,  on veut construire une paire de  Hurwitz 

{ ( F , Q o ) , ( . Y ,  I)} dans C ( Q )  avec F = R @ E , E , ~ = ~ ,  et Q , ] ( F ~ ) = ~ , Q ~ ~ ( . Y ) = - - Q ( Y )  et 
g,,(l, x )  = 0 V X E  E, ou gll designe la forme bilinkaire non dCginCrie associie a Qo. 
Y est un espace spinoriel reel et la representation de  C (  Q )  dans Y permet de faire 

operer F s u r  9. 
Le problkme consiste alors i determiner toutes les formes R-bilineaires \ sur Y 

verifiant la condition: 

.l(iq, 24) = Q,I (Z)  \(p, $ 1  V Z E  F , V q , $ e Y .  

(A)  Etude d u  cas parr 
On suppose ici que dim,E = n = 2r. 
Nous enongons tout d’abord un resultat fondamental 

The‘orPme 4.1. Soit {i F, Ql,), iY, \ ) }  une paire de  Hurwitz pseudo-euclidienne con- 
struite dans I’algkbre de  Clifford C (  Q )  comme ci-dessus. 

La condition de Hurwitz pseudo-euclidienne: 

(H) \(zp, Z d ! )  = Q J z )  \ (p ,  4 )  V Z E  F , V p , $ € Y  

equivaut a la condition: 

(G)  \ ( x q  d!) f \(p, XtL) = 0 Vx E E, Vp, (I/ E Y. 



2736 L-S Randriamihamison 

En effet, la condition nicessaire a i t6 dimontree au paragraphe 2. Et riciproquement, 
si on a: 

A( XCP, G 1 + A i (  CP, xG)= 0 V X E E , V ~ , $ E Y  

on obient: 

A(xc~, xtCI)= -I~(x’cP, $1 
14(xpc, xG) = -Q(x)A(q, 4 )  
A(XCP, ~ 4 )  = QO(X)A(CP, CL) 

V X E  E 

V X E  E 

V X E  E 

et si z = A e o + x ,  A E R  et x E E, on obtient immidiatement le rksultat. 

4.1. Le cas neutre: p - q  = 0 

La forme quadratique Q itant neutre, on obtient directement dans le riel une base de 
Witt {x!, y , } i , j  = 1 , .  . . , r. On peut considerer le r-vecteur isotrope J ’ = y ,  . . . y r  et 
I’espace spinoriel riel S = C( Q ) f :  Notons que dim,S = 2‘. 

Dans ce cas, toutes les formes R-biliniaires non digintrees .I sur S, virifiant la 
condition ( G )  sont donnies par: 

= A6 A ER* 

oh 6 est la forme bilineaire difinie par b ( u f ) v f =  &(uf, v f ) f :  (cf paragraphe 3). 

en considirant: 
On obtient toutes les paires de Hurwitz { (  F, Qo), (S, .I)} dans C( Q ) ,  Q i tant neutre, 

F = R E ~ @  E ;  E O =  1 .  

Qo la forme quadratique non digenerie sur F, difinie par: 

Q o ( ~ o )  = 1 

Qo(X)  = -Q(x)  

go(l,x)=O 

s = C ( Q ) f  

pour tout x tltment de E 
dimRS = 2’ 

A = A 6  A ER*. 

Rappelons que .I est symktrique pout r = 0,3  mod 4 et que .I est antisymitrique pout 
r = 1 , 2 m o d 4 .  

4.2. Le cas non-neutre: p f q 

Nous rappelons le resultat classique: 

Proposition 4.2.1 

(a)  cas quaternionique: si p - q = 4 ou 6 mod 8, I’algkbre de Clifford rielle C (  Q )  
est centrale, simple, isomorphe ii I’algkbre matricielle M(2‘-’, W).  Tous les espaces de 
reprisentations irriductibles de C (  Q) sont isomorphes et ont pout dimension 2‘+’ 
sur R. 

0 , 2  mod 8, l’algkbre de Clifford rielle C( Q )  est centrale, 
simple, isomorphe ii l’algkbre matricielle RYU(~~, R). Tous les espaces de reprisentations 
irriductibles de C ( Q )  sont isomorphes et ont pour dimension 2‘ sur R. 

(b )  cas re‘el: si p - q 
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On rappelle succintement la martiere de construire les espaces spinoriels dans les 
deux cas: 

(a)  cas quaternionique. On considere l’algebre de Clifford complexe C (  Q‘) associee 
i l’espace complexifii ( E ’ ,  Q’) comme au paragraphe 3. 

Q’ est neutre et on considere la base de Witt complexe {x,, y, } ,  ainsi que le r-vecteur 
isotrope f = y ,  . . . yr .  

S’= C ( Q ’ ) f  est u n  espace spinoriel complexe de dimension 2‘ sur @. On obtient 
alors un  espace spinoriel reel de representation irriductible de C (  Q )  en considerant 
l’espace rCalifiC S = rS‘ de S’ .  Notons que dim, S = 2 ‘ + ’ .  

(b)  cas re‘el. Remarquons que I’on peut considerer la conjugaison de charge s u r  
S’ (cf paragraphe 3) et que, lorsque p - q = 0,2  mod 8 on a Z2 = id. 

On peut alors decomposer l’espace reel S = rS’ en 

S = S ’ o S ?  

avec S , = ( i d + % ) ( S )  et S 2 = ( i d - % ) ( S ) .  
SI est I’espace des spineurs pI de S vtrifiant %(p,) = q ,  
S 2  est l’espace des spineurs p2 de S verifiant %(q2)  = -p2. 

SI et S2,  des espaces de Majorana. (cf Crumeyrolle [4] ou Bugajska [ l])  
Des spineurs tels que p, ou p r  sont appelts des spineurs de Majorana et les espaces 

On a dim, SI = dim, S2 = 2‘. 
Les espaces SI et Sz sont des sous-espaces reels de S, stable par I’action de E :  ce 

sont des espaces de reprtsentation irreductible de C ( Q ) .  

4.3.  Recherche des formes R-bilinkaires ’4 sur Y = S  ou S, 

4.3(a). Le  cas quaternionique. On considere l’espace rialifie S = rS’ et soit A une forme 
R-  bilinkaire sur S, verifiant la relation fondamentale: 

‘z(xp, 4 )  + .I( p, x*) = 0 Vx E E, Vp, CC, E S. 

Proposition 4.3.1. A toute forme R-bilintaire .1 sur S, correspond de maniere injective 
une forme @-bilintaire sur  l’espace complexifit S“. Plus pricisement, on a: 
Si I, z’ E Sc avec z = x + iy, z’ = x’ + iy’; x, x’, y ,  y’ E S 

A‘ ( z ,  z ’ )  = I( x, x’) - .\( y, y ’ )  + i (  ,I( x, y ’ )  + .\(y, x’)) 

et on voit que l’on retrouve A en considerant la partie rCelle de .I’ restreinte B S, CAD 

en annulant y ou y ’ .  
Utilisant le fait que S = rS’ et que Sc = S’O‘S‘ o i ~  ‘S’ designe la 2‘”‘ structure 

d’espace vectoriel complexe sur S’: A E @ ( A ,  c p )  -+ Acp = P.A. 
On a alors: 

- 

S C X  S b = ( S ‘ x  S’)O(‘S’x‘S’)O(‘S’x S‘)O(S’X ‘S’) 

et la forme @-bilintaire Ai‘ induit des formes @-biliniaires sur chacun des espaces 

Notons que toute forme @-bilinkaire %Il : S’ x S ’ +  d) correspond biunivoquement i 
une forme @-biliniaire 3’ : ‘S’x ‘S’+Q= et que toute forme @-biliniaire de ‘S’x S ’ + C  
correspond biunivoquement a une forme C-biliniaire de S’x ‘S‘+ et A une forme 
sesquilinkaire Z, : S’ x S’+ @. 

Sr. rst ‘sf. ‘St SI .  st 1st 
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Proposition 4.3.2. On montre facilement que: 

sur S'; 

antihermitienne sur  S' .  

( a )  si .2 est symCtrique sur S, alors est symitrique silr S' et TI est hermitienne 

( b )  si ,1 est antisymetrique sur  S, alors d, est antisymktrique sur 5 '  et Z, est 

Proposition 4.3.3. I1 est immediat que: 

A'' virifient Ies propriites: 
les formes sesquilinkaires hermitiennes Zl et @-bilintaire sur  S' induites par 

2t1(xuA c f )  = - - 2 Y 1 ( u ~  nuf) VX E E '  

V X E  E '  %,(xut u f )  = -B[(u.t x v f )  

Utilisanl les rksultats rappel& au paragraphe 3, on ,en deduit que aI = A & ,  A E 

= ik%!i E R*  lorsque 1 est antisy- 

Finalement, on obtient que 1' peut s'Ccrire sous la forme ginerale 1 : S ' x  S ' + @  

C*; X ,  = kX,  k E R *  lorsque A est symCtrique et 
mktrique. 

avec: 

-1' = A6 + p 6  + k%+ k'% dans le cas symetrique 

ou 

.If = A &  + p$ + i k% + i k$  

A, p E @, pouvant etre Cventuellement nuls; k, k ' E  R*. 

dans le cas antisymetrique 

ConsidCrant alors la partie de l l e  de  .Ir, restreinte a S, on obtient: 

?;he*orPme 4.3.4. (cas symetrique). Si '1 est une forme R-bilineaire symitrique sur S,  
virifiant 

A(xuf;  uf )  +'I( uf; x u f )  = 0 V X E  E. 

Alors: 

s i r = 0 , 3 m o d 4  ,I= a Re 8 + b Im 8 + c  Re 9 a, b, c E R 

s i r = 1 1 , 2 m o d 4  .I = c Re 9 C € R .  

ThkorPme 4.3.5. (cas antisymetrique). Si est une forme R-bilineaire antisymetrique 
sur S, vdrifiant 

A(xuf; u f )  + A (  uf; x u f )  = 0 V X E  E. 

Alors: 

s i r = 0 , 3 m o d 4  , i = c ~ m &  C € R  

s i r = 1 , 2 m o d 4  h = a Re 6 + b Im 6 + c Im 2 a, b, c E R 

Nous terminons I'Ctude du  cas quaternionique par un rksultat sur  la non-dCgCnCres- 
cence de  la forme A ainsi diterminke. 
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Soient 
paragraphe 3). 

On pose a = Re 9, U = Im 2, w = Re 8, q = Im 8 s u r  I'espace realifiC S = rS'.  
ConsidCrant une base { x ,  . . . x,, f ,  ix , ,  . . . Y ,  f}l s i, < . . . < i k  s r de  S, on montre 

et 3 les formes respectivement hermitienne et @-biliniaire sur  S' (cf. 

par un calcul direct: 

Proposition 4.3.6. Les formes a, (T, w et q sont lineairement independantes sur  S. 

The'orhme 4.3.7. Soit 11 une forme R-bilinkaire sur  S = rS', verifiant la condition 
. I (xuf ,  o f )  + AI( uf, x u f ,  = 0,  v x  E E,  vuf ,  U f E  s. 

Si .I est degCnerCe sur  S, alors elle est identiquement nulle sur  S. 

Dkmonstration. Soit ( e , ,  . . . , e, ,)  une base pseudo-orthonormke de  E, le choix d'une 
telle base permet d'identifier liniairement CiQ) et .1(E). C (  Q )  est liniairement 
engendrt par la famille 11, e , ,  . . . e , , ,  1 s i ,  < . . . < i, s n} .  

Si ,I est degCnCree sur S, i l  existe un  spineur non nul q tel que 

V* 'E  s -I(q, $ ' I  = 0 

d'oh 

.I( e ,q ,  $') = -.I( p, e,$') = 0 V $ ' E  s 
en itirant .2(ucp, 4 ' )  =0,  V u  E C ( Q ) ,  V$ 'E  S. or C ( Q )  =M(2", W), on en dtduit  que 
C (  Q )  opere transitivement sur  un  espace quaternionique de  dimension 2r- '  sur  W, 
donc aussi sur  S. 

On obtient donc .I( $, 4 ' )  = 0,  V$, & ' E  S.  

Corollaire 4.3.8. Si .I est non nulle sur  S, alors elle est non degCnCrCe sur  S. 

On peut finalement Cnoncer le: 

7'he'orhme 4.3.9. (cas quaternionique: p - q = 4 ,6  mod 8).  Soit C ( Q )  = C ( E ,  Q )  
I'algkbre de  Clifford reelle construite avec la forme quadratique Q de  signature ( p ,  4 ) :  

On obtient toutes les paires de  Hurwitz pseudo-euclidiennes { (  F, Q,,), ( S ,  .I)} en 
considkrant: 

F = R@ E, e,, = 1, dim, F = m = n + 1 = 2 r +  1 
Qo forme quadratique non dCgtnCrCe sur F avec: 

Qo( eo) = 1 

Q , , ( X )  = V X E  E 

go(&", x )  = 0 V X E  E 

oh go est la forme bilineaire associCe a Qo. 
S = rS' espace spinoriel riel de  dimension 2'' ' sur  R. 
.4 forme bilineaire non degenerte sur  S, donnee par: 

cas syme'trique 

si r ? O 0 , 3 m o d 4  

Si r = 1 , 2 m o d 4  .I = ca c f O  

.I = aw + bq + ca (a ,  b, c )  + ( O , O ,  0 )  
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cas antisyme'trique 

si r = 0 , 3 m o d 4  .I = c u  c f O  

si r = 1 , 2 m o d 4  .I= aw + 677 + c u  (a ,  6, c )  f ( O , O ,  0) 

a, 6, c E R 
4.3(6). Etude du cas rkel ( p  - q = 0,2 mod 8). On considtre la decomposition S = rS' = 
S , 0 S 2  oh SI et Sz sont les espaces d e  Majorana construits avec la conjugaison de  
charge (cf. paragraphe 3). 

On prend ici, pour espace spinoriel riel, l'espace SI: 

SI = (9, E s: @ I =  C p l } .  

Si A ,  est une forme W-bilineaire, symetrique ou antisymttrique sur  Si, alors en 
utilisant la decomposition S = S,@iS,  on peut Ctendre All B une forme R-bilineaire I 
sur S, vkrifiant encore: .l(xuf, of) +.I(uf, xuf) = 0, Vx E E, Vuf, of€ S et .l 

O n  en deduit que ,Il sera co;str_uite avec les formes cy, U, w,  77 restreintes U SI .  
Utilisant les relations entre 2, 93 et % enoncis au  paragraphe 3, on obtient: 

=.I,. 

~ ( ( c ~ ~ , 4 ~ ) = A % c p ~ ,  G I )  A E @*, pi,  G I  E Si. 

On deduit facilement que: 
si r = 0 , 3 m o d 4  

w l , ,  = a E R  

VISl  = ba,,,  bEU! 

U , , = o  
si r = 1 , 2 m o d 4  

w \ I  = au,,, a E R  

77 , , = b u , , ,  bEiW 

cy F I  = 0. 

Un raisonnement analogue au  cas quaternionique permet d'inoncer le: 

Thkoreme 4.3.10. Soit .I, une forme R-biliniaire sur SI virifiant .I,(xuf; of)+ 
A , (  uf, x u f )  = 0, Vx E E, Vuf, uf E Si. 

Si ,Il est dCgenCrCe sur SI, elle est identiquement nulle sur S, . Rappelons que I'on 

Dans le cas riel, p - q = 0 , 2  mod 8, on obtient finalement le: 
a p - q  E O ,  2 mod 8 et C ( Q ) Z M ( ~ ~ ,  W ) .  

The'oreme 4.3.11. (cas riel: p - q = 0, 2 mod 8). On obtient toutes les paires de  Hurwitz 
pseudo-euclidiennes { ( F ,  Q o ) ,  ( S I ,  A I ) }  dans CCQ) = C ( E ,  Q )  en considirant: 

F = R O E, eo = 1, dim, F = m = n + 1 = 2r + 1 
Qo forme quadratique non-dkgher i e  sur F avec: 

QO(EO) = 1 

Qo(x) = - a x )  V X E  E 

g o ( E o ,  x)  = 0 V X E  E 
oh go est la forme biliniaire associee B Qo. 
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0 SI est l’espace des spineurs de Majorana, de dimension 2‘ sur  R 
0 A ,  forme bilineaire non digenCree sur Y , ,  donnee par: 

si r = 0 , 3 m o d 4  A ,  = a w , , ,  a # 0 (cas symitrique) 

si r = 1 , 2 m o d 4  .I, = aw a # 0 (cas antisymetrique). 

(B)  Etude d u  cas impair 
On suppose ici que dim, E = n = 2 r  + 1. 

(1) Construction d’une repre‘sentatzon irre‘ductible de C(Q) [2] O M  [3]. 

QIE ,  est non digenkrte. 

C( Q )  = C( E, Q )  Q etant de signature ( p ,  4 ) .  

Soit X,,E E tel que Q(X,)  = *l, E ,  = (x,)~, E = Rx,O E , ,  dim, E ,  = n - 1 = 2r, et 

On pose VY E E , ,  Q,(.Y) = -Q(x , )Q(y ) .  
Selon un resultat classique, I’application f: E ,  + C’( Q ) ,  telle que f ( y )  = x,y se 

prolonge a un homorphisme d’algebre f :  C (  9,) + C’( Q )  et f est un  isomorphisme 
d’algbbre. 

Si S est un espace de representation irreductible de C ( Q , )  c’est aussi un espace 
de representation irrtductible pout CT( 0) .  On notera alors p T  : C’( Q)  + End( S) la 
representation de C + ( Q )  dans S. 

soit E ‘  l’espace complexifik de E la decomposition de Witt de E‘:  E ’ =  FOF’O(x , ) .  
On a aussi la decomposition de Witt pour E ’1 : E ‘1 = F O  F‘. 

S’ = C( Q ; ) f  est I’espace spinoriel complexe usuel. 
( p , ,  4 , )  designant la signature de Q ,  sur E , ,  on obtient: 

Pour construire l’espace S, on procede comme d a m  le cas pair: 

si p ,  - q 
si p ,  - q ,  = 4 ,6  mod 8 on prend S = rS’ espace rkalifii. 

0 , 2  mod 8 on prend S, espace des spineurs de Majorana 

Remarque. Que1 que soit le choix de x,, tel que Q(xo) = * l ,  on a: 

p ,  - 4 ,  = 0 , 2  mod 8 @ p - q =  - 1 , l  mod 8 

p ,  - q ,  = 4 , 6  mod 8 G p - q = 3 , 5  mod 8. 

Proposition 4.3.12. I1 est possible d’etendre de deux manieres, et deux seulement la 
representation spinorielle pT : C f (  0’) + End S’ a une representation irreductible 
p : C(Q‘)  + End S‘. (cf. Chevalley [ 11). 

Lemme. I1 existe un Clement impair z tel que z 2  = 1 et z appartient au centre Z’ de C( Q’) 
si p - q  = 1 , 5  mod 8 on prend z = e ,  
s i p - q = 3 , 7 m o d 8 o n  prend z = i e ,  

eN = e ,  . . . e,,, ( e , ,  . . . , e , , )  base pseudo-orthonormie de E. 

Soit U E C (  Q‘)u  s’ecrit de maniere unique U = # , e o +  u2z avec U , ,  u2 E C’( Q’) ,  e,  = 1. 
Si U = U*+ U -  on prendra U ,  = U’; U ?  = U - z .  
On difinit alors les homomorphismes d’algebre h et h’ de C (  Q’) dans C’( 0’) par: 

Les applications p = p+ 0 h et p’  = pT 0 h’ sont les deux seules representations 
irrtductibles, non equivalentes de C ( Q ’ )  dans S‘, qui Ctendent p + .  

The‘orPme 4.3.13. Si p - q = 3, 5 , 7  mod 8 la representation p de C (  Q )  dans S, ou S = rS‘ 
est l’espace rkalifie, est irreductible. 

h ( u )  = U,+ U? et h’( U )  = U ,  - U?. 

On a dim, S = 2‘+’ .  
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Ceci provient de  I'Ctude des dimensions. On rappelle que: 

si p - q = 3 , 7 m o d 8  

s i p - q E 5 m o d 8  C(Q)=M(Z'-l, W)OM(2'- ' ,W', 

C (  Q ,  = M(2', C) 

The'orGme 4.3.14. Si p - q = 1 mod 8, on obtient une representation irreductible p de  
C (  0 )  dans SI ou SI est I'espace des spineurs de  Majorana dim, SI = 2 ' .  

Notons que p - q = 1 mod 8 a pl - q l  = 0 , 2  mod 8 et %:=id. si U E C (  01 alors 

L'irriductibilite provient des dimensions. 
h ( u )  = u+e, ,+  u - e ,  E C + ( Q )  et SI est stable pour la representation p. 

(2) Construction des paires de H u r w t z  { (F,  Qo), (S ,  . i)} 

Remarque prdiminaire. Soit p = p 0 a I'antiautomorphisme de  C (  0') on note encore 
p sa restriction ci c'(Q'), on a : ,G = p sur ~ ' ( 0 ' ) .  On note aussi p pouf PI _sur-C(Q;). 

et 4,  construite 
sur l'espace spinoriel complexe S'= C ( Q i ) f  ainsi que les formes R-bilineaires a = 
Re &, CT = Im 2, w = Re 4, TJ = Im 3, sur S = rS'. 

Lemme 4.4.14. Soit 1 une forme R-biliniaire s u r  S, vtrifiant 

. l (p ( ' s )u f ,  q f ) +  l ( u L  p(x)uf)  = o  

Si f est l'isomorphisme d'algebres de  C( 91) sur C'( 0') on a f 0 ,B = p 0 .f. 
On considere toujours les formes hermitienne et C-bilinkaire 

Vx E E, V u j ;  vf E S 

alors .I vCrifie la relation 

'I(y4.t u f )  + .I( l4.L Y U f )  = 0 V p E E ,  , V uf, uf E S. 

ConsCquence. On diduit  de  ce lemme, et de  I'etude du cas pair, que .\ est necessairement 
une combinaison IinCaire 2 coefficients reels des formes w ,  7, a ou U. 

Nous devons cependant Ctudier si ces formes verifient encore la relation fon- 
damentale 

'i(P(X)UL v f ) + ' I ( u j ;  p(x)v f )=O V X E  E. 

Proposition 4.3.15. La forme hermitienne non-dCgCn6rie % sur I'espace spinoriel 
complexe S'= C (  Q i ) f  verifie la relation fondamentale 

"()uf, L ! f ) + ~ ' ( ~ L p ( x ) v f ) = o  Vx E E, Vuf ,  vf E S' 

si et seulement si on a: 

p - q =  1 , 5  mod 8 et r = l m o d 2  

ou 

p - q  = 3 , 7  mod 8 et r =  0 mod 2 .  



Paires de Hurwitz pseudo-euclidiennes en signature quelconque 2743 

Preuue. On doit avoir @ ( p ( x ) u f ;  u f )  = @(uf; p ( b ( 2 ) ) u f )  soit 

sF;(xzuf, vf) = % U f ;  p m v f )  

&E) = - x p (  2 )  

avec 

ceci sera rialis6 pour P(z) = -z .  

Soit z = eN et r = 1 mod 2 ou bien z = ie, et r = 0 mod 2 .  

Proposition 4.3.16. La forme @-biliniaire 4 sur  S' virifie la relation fondamentale 
~ ( p ( x ) u f ; ~ f ) + ~ ( u f , p ( x ) u f ) = O , V x ~ E , s i  et seulement si r E l m o d 2 .  

La dimonstration est analogue a la pricidente:  on doit avoir b ( e v ) = e ,  soit 
r= 1 mod 2. 

On peut alors inoncer le 

ThPoreme 4.3.17. (cas impair: n = 2 r  + 1 ). E Ctant un espace vectoriel reel, d e  dimension 
impaire n = 2 r  + 1, muni d'une forme quadratique non-digCnCrCe Q, pseudo- 
euclidienne, de  signature ( p ,  q ) ,  p + q = n. 

On obtient toutes les paires d e  Hurwitz pseudo-euclidiennes {( F, Qo), (9, '1)) dans 
l'algkbre de  Clifford rielle C( Q) = C (  p ,  q )  en considirant: 

(1) le sous-espace vectoriel F de  C ( Q ) ,  liniairement engendre par 
( 2 )  la forme quadratique non-d igeni r ie  Qo sur F :  

1 et E ;  

Qo( E O )  = 1 

Qo(x) = - a x )  V X E  E 

go(%, x )  = o  V X E  E 

ou go disigne la forme biliniaire associCe a Qo. 
( 3 ) ( a )  Lorsque p - q = 1 mod 8 et r =  1 mod 2: Y = SI,  le sous-espace des spineurs 

de  Majorana de  S' = C( Q { ) J  dim, S, = 2' et la forme R-biliniaire A sur S, donnCe par: 

si r = 3 m o d 4  A = a w , , ,  a E R *  (cas symitrique) 

s i r s l m o d 4  .A = aw,,, a E R *  (cas antisymitrique). 

( b )  Lorsque p - q = 5  mod 8 et r =  1 mod2: S = rS' est I'espace tialifii de  S '=  
C(Q:) f ;  dim, S = 2'" et la forme .I est donn ie  par: 

si r = 3  mod 4. h = aw + bq + ca, a, b, c E R, ( a ,  b, c)  f (0, 0,O) (case symitrique) ou 
bien A = aa, a E R*, (cas antisymitrique). 

si  r= I mod 4. A = aa, a E R*, (cas symitrique) ou bien ,I = aw + bq + cu, a, b, c E 
R, ( a ,  b, c )  # (O,O, 0 )  (cas antisymetrique). 

(c) Lorsquep -q =3, 7 mod 8. S = rS', espace rCalifiC d e  dimension 2'" sur R, muni 
d e  la forme R-biliniaire A avec: 

si r =  0 mod 2. A\ = aa, a E R*, (cas symitrique). .A = aa, a E R*, (cas antisy- 
mktrique). 

si r = 1 mod 2. '4 = aw + bq, a, b E R, (a ,  b )  # (0,O) et 

si r = 3 mod 4, w et 7 sont symitriques; 

si r = 1 mod 4, w et q sont antisymitriques. 
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3.4. Cas particulier: le probleme de Hurwitz euclidien 

La paire de Hurwitz { ( F ,  Qo),  (9, .I)} est dite euclidienne si Qo est definie positive. 
Dans ce cas la forme quadratique Q = -0,) sur l'espace E = ( E ~ ) ) ~  est difinie 

nigative, et on sait que la forme hermitienne 9 sur I'espace spinoriel S' = C( Q ' ) f  est 
d6finie (positive ou n6gative). 

Dans le cas pair, dim, E = n = 2r, on prend .I = Re & au signe prks. 
Dans le cas impair, dim, E = n = 2r + 1, on peut remarquer que I'on a les Cquivalen- 

ces suivantes: 

p - q =  1 , 5  m o d 8  W r =  1 m o d 2  

p - q = 3 , 7 m o d 8  e r ~ O m o d 2 .  

Ce qui permet d'affirmer que l'on peut toujours prendre A =  Re % en toute 

On resume les resultats obtenus dans le tableau 1. 
dimension et toute signature. 

Tableau 1. 

p + q =  0 /y// 
p + q -  

p + q -  

p + q =  /(/:///// 
p + 9 =  1 z / x /  
p + 9 =  5 //y/ 
p + q -  7 /,( /// 

p + q =  3 
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Comparaison avec les rkssultats de Lawrynowicz et Rembielinsky [SI 

Nous obtenons les mtmes resultats que Lawrynowicz et Rembielinsky dans les cas 
p - q = 0 , 2 , 3 , 7  mod 8. 

Par contre nous obtenons des risultats difftrents et plus riches dans les cas p - q = 
1 , 4 , 5 , 6  mod 8. 

De faGon ditaillte, nous obtenons: 4 formes bilineaires ,I Iintairement indipendan- 
tes, au lieu de 2 dans les cas p - q = 4, 5 , 6  mod 8. 

Une seule forme biliniaire 
Remarquons que nous obtenons I’existence de paires de Hurwitz d a m  le cas 

p - q = 5 mod 8 et p + q = 3 , 7  mod 8 et -2 antisymetrique (rtsultat non obtenu par 
Lawrynowicz et Rembielinsky). 

Notons aussi qu’ il est contradictoire d’ obtenir 2 formes .I dans le cas p - q = 
1 mod 8 et seulement une forme A dans les cas p - q = 0 , 2  mod 8 puisque le cas impair 
p - q = 1 se dCduit de facon naturelle de I’un des cas pairs p - q = 0 ou 2 mod 8. 

au lieu de 2, dans le cas p - q = 1 mod 8. 

Exemple. On considtre l’espace de Minkowski riel E, muni d’un repere pseudo 
orthonorme ( e , ,  e ? ,  e 3 ,  e , )  avec 

(ez ) ’  = ( e 3 ) ?  = (e4)’  = - 1 .  

On note C ( Q )  I’algtbre de Clifford rtelle associee. 
Nous allons construire une paire de Hurwitz pseudo-euclidienne {( F, Qo), (S, -1)) 

06 F sera un espace vectoriel reel de dimension 5, muni d’une forme quadratique 
non-dCgCnerCe Qo, de signature ( p ,  U )  = (4, 1) .  

( e l ) ’  = $1 

Dans I’espace complexifit ( E ’ ,  Q‘),  nous considtrons la base de Witt: 

ie, + e3 
x, =- x2 = - 

ie, - e3 
2 

2 2 

el - e4 
Y 2 = - .  J’I = 2 

On a: R I  = xl, R 2  = -y2  et xuya +yc,x, = 1 ,  a = 1 ,2 ,  7 ,  = y , .  

base spinorielle canonique: 
Posant f =  y l y 2 ,  on prend S’= C(Q’) f  pour espace spinoriel complexe, muni de la 

if, x,f, xzf, XlXlf). 
Notons que dimz S’ = 2’ = 4. 
L‘algkbre de Clifford rtelle C ( Q )  est isomorphe d I’algkbre matricielle M(2, W ) ,  et 

on prend pour espace de reprtsentation irriductible de C (  Q),  I’espace rtalifiei S = rS’, 
de S’.  dim, S = 8. 

Nous considtrons la base spinorielle de S: 

b = (1; x d  x2.L xlx2f; if, ix,L ix,x2f}. 
Nous considerons alors le sous-espace vectoriel F, de C( Q), lineairement engendre 

F est muni de la forme quadratique non-dCgPn6rte Qo telle que: 
par 1 et E. dim, F = 5. F optre  par produit A gauche sur S. 

QO(EO) = 1 

Q d x )  = - a x )  V X E  E 

go( 1, x )  = 0 V X E  E 
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W "  

v =  

0 0 0 1 0 0 0 0  
0 0 - 1 0 0 0 0 0  
0 1 0 0 0 0 0 0  

-1  0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 - 1  
0 0 0 0 0 0 1 0  
0 0 0 0 0 - 1  0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 1  
0 0 0 0 0 0 - 1  0 
0 0 0 0 0 1 0 0  
0 0 0 0 - 1  0 0 0 
0 0 0 1 0  0 0 0 .  
0 0 - 1 0 0 0 0 0  
0 1 0 0 0 0 0 0  

-1 0 0 0 0 0 0 0 
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On a: 

a(if, s i . f )  = 1 

n(ix,.x,.f, x , f )  = 1 

c 7 ( i  .u,.f', = 1 

(T( x,.x2.f; S2. f )  = 1 

a ( f ,  i x , f )  = -1 

a ( x , . x , f ,  ix,f') = -1 

u(if; i x , f )  = 1 

u(ix,.x,J; i x2 f )  = 1 .  

Les formes a et U ont pour matrices dans base b de  S: 

0 0 0 0 0 - 1  0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 0 1  
0 0 0 0 0 0 - 1  0 
0 1 0 0 0 0 0 0  

- 1 0 0 0 0 0 0 0  
0 0 0 - 1  0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0  

0 1 0 0 0 0 0 0  
- 1 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 - 1  0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 1 0 0  
0 0 0 0 - 1 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 0 - 1  
0 0 0 0 0 0 1 0  

On a det cy = 1 et det U = 1, cy et U sont non-digenCrees sur  S. 
I1 est facile de  vCrifier que les formes R-biliniaires non-diginCrees o, 77, et U sont 

Si '2 est syme'trique, on prend 2 = a a ,  a E R *  et det .I = a h  # 0. 
Si '1 est antisyme'trique, on prend '1 = ao  + b~ + c u ;  a,  b, c E R: 

liniairement independantes s u r  R. 

O c O a 0 0 0 b  
-c 0 - a  0 0 0 - h  0 

0 a 0 - c  0 b 0 0 
- a  0 c 0 - b  0 0 0 

0 0 0 b 0 c 0 - a  
0 0 - b  0 - c  0 a 0 
0 b 0 0 0 - a  0 - c  

-b  0 0 0 a 0 c 0 

On trouve: 

det .I = a 8 +  bx+ c8+4( a6b'+  a6c'+ b6c'+ a'b6+ a 2 c 6 +  b'c6) 

+ 6 ( a 4 b 4 + a J c 4 + b 4 c 4 ) +  12(a4b 'c '+a 'b4c '+a~b 'c4) .  

On voit que det ,i = 0 si et seulement si ( a ,  b, c )  = (0 ,  0,O). 
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5. Applications 

5.1. Paires de  Hurwitz et algPbres de Lie Z2 gradue‘es 

Soit V = Vo@ VI un espace vectoriel Z,-gradui, l’algkbre des endomorphismes de V, 

oh IuI, / U [  dtsignent les degrks de u et U, lorsqu’ils existent, est une algtbre de Lie 
Z,-gradute. 

End( V) = End,( V)@ End,( V), munie du crochet de Lie gradut [U, U ]  = uu - ( - 1  1 ’ ”  “ vu 

Si, de plus, V est muni d’une forme biliniaire non degenCrCe h telle que: 

h /  L,) = g est symttrique 

h /  = ‘1 est antisymktrique 

h(Vo, V , ) = h ( V , ,  V,)=O. 

On consid2re 

3, = { U E End,( V) : h ( ux, .v ) + h ( x, uy ) = 0,  V x ,  y E V, , i = 0 ou 1 } 

3, = {U E End, ( V): h ( ux, y )  = h ( x ,  uy ), V x  E VI V j  E V,} 

alors % =  Yo@ 3, est une sous-algkbre de Lie graduee de End( V),  appelCe algibre de 
Lie graduie orthosymplectique. 

Considtrant une paire de Hurwitz pseudo-euclidienne { (  F, Qo),(S, .I)} avec V = F @  
S et A antisymttrique, on peut aistment construire une algtbre de Lie gradute 
orthosymplectique. 

De plus, on peut dtfinir sur F O S ,  une loi ‘d’interaction’ notee o (cf. Crumeyrolle 
[3]) en posant: 

v x  E F, vcp E s, X 0 cp = q 0 x = xcp ; x 0 cp E s 
Vcp, + E S, cp 0 IL E F et g (  cp 0 4, x )  = .1( x q ,  4 )  

On difinit alors l’action de S sur V = FO S en posant: 

Vx E F 

c p ( x ) =  -xcp V X E  F 

c p ( * ) =  cp 0 * V * E  VI.  

1 de l’algkbre orthosymplectique 3 = 3,O 
Les ClCments cp de S peuvent alors 6tre considiris comme des ClCments de degrC 

5.2. Fibrations en paires de  Hurwitz 

Soit M une variitt differentiable rtelle, pseudo-riemannienne, de dimension paires 
n = 2r, et soit Q la forme quadratique non dPgCnCrie sur M, de signature ( p ,  9 ) .  

On suppose que M posstde une structure G,-spinorielle, c’est-8-dire que le groupe 
structural O( Q )  du fibre pseudo-riemannien se riduit a la projection p ( G , ) ,  06 Go est 
le groupe de Clifford riduit, et p est l’application p ( g ) x  = g x g - ’ ,  p :  Pin Q - O ( Q )  
revgtement d’ordre 2 du groupe pseudo-orthogonal. 

On sait alors que dans ce cas, i l  existe sur M ,  un champ global de r-vecteurs 
isotropes x + f r ,  ainsi qu’un champ global de spineurs purs x + ( ~ f ) ~ .  

I1 existe alors dans le fibri spinoriel complexe S ’ ( M ) ,  au-dessus de M, un champ 
global de formes @-bilinkaires x + de conjugaisons de charges x + %,, et un  champ 
global de formes hermitiennes x + gv. 
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Pour obtenir un fibre en paires de Hurwitz, on considere le sous-fibrC 9 du fibrC 
de Clifford Clif(M, Q ) :  

9 = ( R X  M ) O  T ( M )  

9 est une fibre vectoriel riel, de rang n + 1, de fibre type R””. 
On dCfinit alors le champ de formes quadratiques x + Qor dans 9, au-dessus de M. 
On considkre aussi, suivant la signature de Q, le fibrC spinoriel rCalifiC S ( M )  = 

R S ‘ ( M )  (cas quaternionique) ou bien le fibrC en spineurs de Majorana S , ( M )  (cas reel). 
Le fibrC vectoriel 9 opkre naturellement sur le fibrC spinoriel par I’action usuelle 

dans le fibrC de Clifford Clif(M, Q). 
II nous reste a remarquer que la propriCtC de Hurwitz 

.I,(z,Cp,, z,9L,) = Qo,(z ,M,(cp , ,  9,) 
Vz, E 9x, Vcp,, IL, E S ( M ) , ,  au-dessus de chaque x E M ,  est conservke par I’action des 
fonctions de transitions. 

Ceci dkcoule du fait que si g E  Go, on a la proprit t i  d’kquivariance: g ( z 9 )  = 
( p ( g ) z ) ( g $ ) ,  et d’apres le paragraphe 2 ,  I’action des fonctions de transitions 
p ( g R p ( x ) )  x g O p ( x ) ,  g R p ( x )  E Go, respecte la condition de Hurwitz. 

En dimension impaire, rien d’essentiel n’est modifiC. On suppose que M est 
pseudo-riemannienne, orientable et qu’elle admet une structure G:-spinorielle, ou G,’ 
est le groupe de Clifford spCcial rCduit. 

La construction prCcCdente s’adapte alors aisiment. 
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